FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 4
2. kolokvij
6. januar 2012

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki gfayskupaj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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. (25) Naj bo funkcija F'(x) dana kot integral s parametrom
F(z) = /ﬂ cos (xsiny —y) dy .
0
a. (10) Pokazite, da je
F'(z) = — /7r cos (zsiny — y) (xcosy — 1) cosy dy .
0

Utemeljite korake.
Namig: Integrirajte per partes in “dvignite” siny.

Resitev: Funkcija pod integralskim znakom je zvezno parcialno odvedljiva po x,
zato lahko odvajamo pod integralskim znakom. Dobimo

F'(z) =— / sin(zsiny — y) siny dy .
0
Integriramo per partes
/ sin(zsiny — y) siny =
0

= sin(xsiny — y) cosy

—/ cos (rsiny —y) (rcosy — 1) cosy dy
0 0

= —/ cos (xsiny —y) (zcosy — 1) cosy dy .
0

To je Ze Zeleni rezultat.
Ocenjevange:

— Utemeljitev, da lahko odvajamo: 2 tocki.
— Odvajange: 2 tocki.

— Prvi korak per partes: 2 tocki.

— Vstavljanje mej: 2 tocks.

— Resultat: 2 tocki
b. (15) Pokazite, da je
2*F"(z) + 2F' (z) + (2* — 1)F(z) = 0.
Utemeljite korake.

Namig: Utemeljite, da je

/ cos(xsiny —y)(zxcosy — 1)dy = 0.
0

2a



Matematika 4, 2011/2012, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

Resitev: Preverimo namig. Opazimo, da je drugi oklepaj odvod argumeta v kos-
musu, zato je

/ cos(xsiny —y)(xcosy — 1)dy = sin(zsiny —y)| =0.
0 0

Funkcija pod integralskim znakom je dvakrat zvezno odvedljiva po arqgumentu,
zato lahko dvakrat parcialno odvajamo po x pod integralskim znakom. Sled:

F"(z) = —/ cos(zsiny — y)sin® y dy .
0

Racunamo

1‘2F”(1‘) + :EF/(:E) + (12 _ l)F(x) =

cos(zsiny — y) (=2’ sin’y — z(zcosy — 1) cosy + (z* — 1)) dy

I
S~

™

= cos(xsiny — y)(xcosy — 1)dy

I
o
. o

Ocenjevange:

— Utemeljitev za drugi odvod: 3 tocke.
— Dwakratno odvajanje: 3 tocke.

— Zbiranje ¢élenov: 3 tocke.

— Utemeljitev namiga: 3 tocke.

— Konéni sklep: 3 tocke.
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2. (25) Kot znano privzemite, da je

/°° cos(zy) dy _ ol

oo LFY?
Definirajte
> cos(zy) dy
F(z) = —_— .
@) /_oo (1+y2)?
a. (15) Pokazite, da je
Fl(z) = — =L ¢lal |
2

Utemeljite korake.

Resitev: Izraz pod integralom s parametrom, ki definira F(x), je zvezno parcialno
odvedljiva funkcija po x. Poleg tega integral enakomerno konvergira za vse x in
tudi parcialni odvod enakomerno konvergira za vse x, Racunamo z integracijo

per partes
Flz) = _/ ysm(xyZ)Qy
o (T497)
B sin(zy) |~ L /°° cos(zy) dy
- 204+9°) | 2 Jooe 1492
_ T el
= ——=-Te
2
Ocenjevange:

— Zvezna odvedljivost: 3 tocke.

— Enakomerna konvergenca: 3 tocke.

— Odvagange pod integralskim znakom: 3 tocke.
— Integracija per partes: 8 tocke.

— Resultat: 8 tocke.
b. (10) Izra¢unajte F(x). Kot znano privzemite, da je F'(0) = /2.
Resitev: Funkcija F(z) je soda. Za x > 0 racunamo
F(z) = F(0) +/$F'(u)du.
Sledi O

(\V]

F(z) = z —g /0 ue “du.

S parcialnim integriranjem sledi

F(x) = g (el + |z|e~ 1) .

Ocenjevange:

— Osnovni izrek analize: 2 tocki.
— Upostevanje F(0): 2 tocki.

— Integracija per partes: 2 tocki.
—  Zbiranje ¢lenov: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (25) Gama in beta funkcija.
a. (15) Legendrova formula za gama funkcijo je

1
22:1375

P(2e) = =TI <x + %) .

Pokazite, da je

B(2x,2y) = 'B(l‘,y)'B(:p+% 1)' Iz +y+1)

1
N YY) Taryrl)

Resitev: Zapisemo

2(z+y)—1
2z +vy)) = QWI’@ +y)T (x +y+ %)
m 2(z+y)—1
r'(2x)T'(2y) = ZT -T'(z)T'(y)T (x + %) r (y + %) :
Sleds
_ T22)r(2y)
BEL2) = o ty)
1 T@y CE+)Ty+d)
2ym T(@+y) T(r+y+s)
_ L Ry D) llts) ety
NG Y Fz+y+1) F(az+y+l)
RS L1 1) Daty+y)
= 5 B(z,y) B( + - ,y+ ) F(:c+y+)

— Uporaba Eulerjeve zveze: 3 tocke.

— Krajsanje potenc: 8 tocke.

— Krajsanje ostalih konstant: 3 tocke.

— MnoZenje in deljenje z T'(xz + y + 1): 3 tocke.
— Konéni sklep: 3 tocke.

b. (10) Prepricajte se, da je za celo stevilo n > 1

F<n+l> :\/7?(2n)!.

2 4n pl

Resitev: Uporabimo zvezo I'(x 4+ 1) = xI'(x). Zapisemo

1\ _2n-1 22-3 1 1
T(n+-= n i T(=).
2 2 2 27 \2
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V' stevcu in imenovalcu vrinemo ¢lene 2n,2n — 2,2n —4,...,2. Opazimo, da je
(2n)-2n—2)---2=2"n(n—1)(n—2)---1=2"nl.

Sledi . o)l
r(nyl (2n)! _Jr

2 . onpl

(2n)!
4rpl

Ocenjevange:

— Lastnost gama funkcije: 2 tocki.
— Veckratna uporaba: 2 tocki.

—  Vringanje élenov: 2 tocki.

— Zbiranje ¢leov: 2 tocki.

— Konéni rezultat: 2 tocki.
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4. (25) Naj bo
/0 ]:/(:)_—ds =9(t),

kjer je g(t) znana funkcija, funkcijo f(t) pa is¢emo.

a. (15) Z uporabo Laplaceove transformacije pokazite, da velja

Lf(s) _ lﬁg(s) - Lh(s),

S ™

kjer je h(t) = 1//1.

Resitev: 'V integralu prepoznamo konvolucijo funkcije f(t) in h(x) = 1/y/t. Do-
bimo torej

Lf(s)- Lh(s) = Lg(s) -

Racunamo

“etdt  T(1/2)
0 Vit Vs
Vemo, da je T'(1/2) = /7. Sledi, da je

Lre) _ 1 Lg(s).

Vi Vm

Obe strani delimo z \/s in dobimo

Lh(s) =

Sledi

Ocenjevange:

— OpazZange, da gre za konvolucijo: 3 tocke.

— Transformacije leve in desne strani: 3 tocke.
— Integral za Laplaceovo transformacijo: 2 tocki.
— Uporana gama funkcije: 3 tocke.

— Ureditev in rezultat: 3 tocke.
b. (10) Najdite funkcijo f(t), ce je g(t) = V/t.

Resitev: Vemo, da je

Sledi, da je
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torej

Sledi, da je f(t) = 1/2.
Ocengjevanje:

— Laplaceova transformacija g(t): 2 tocki.

— Preracun za Lf: 2 to
v cki.

— Lf: 2 tocki.
— Obrat: 2 tocki.

— Resitev: 2 tocki.
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