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1. (20) Definirajte funkcijo I(x) s predpisom
1 !
I(x) =— / V1—u?e™du.
T J

a. (10) Pokazite, da je

e 2m

@)=, 22m+1T:!(m e

m=0

Kot znano privzemite, da je
1
/ uFv1 —u2du =0
-1
za lihe k, ce pajem =0,1,2,..., pa je

[ = o
—1

22mtiml(m + 1)1

Resitev: Za fiksen x vrsta

s (zu)F
=2 el
k=0

konvergira enakomerno za u € [—1,1], zato enakomerno konvergira tudi vrsta

2%("””;) Wi

o
k=
Zamengjamo vrstni red integriranja in sestevanja. Sledi

1 1
I(z) = —/ V1—u?e™du
T J-1
L
= Z——/ uFv1 — w2 du
prt k' m )

S L

= Z 2m) ;/ u?™V/1 —u? du
m=0 ’ -1
g Y

= Z(gm)l?/ w1 - ut du
m=0 : -1
o0 2m

T
B Z 22mHiml(m + 1)1

m=0

Ocenjevange:

— Vrsta za eksponentno funkcijo: 2 tocki.
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— Enakomerna konvergenca: 2 tocks.
— Integriranje: 2 tocki.
— Krajsanje in poenostavitev: 2 tocki.

— Razultat: 2 tocki.

b. (10) Naj bo
Li(z) =xl(x).

Izracunajte radij konvergence za potencéno vrsto za [1(z) in izracunajte

2210 () + oI () — (2* + 1)1 (z) .

Resitev: Velja

o0 x2m+1
Li(z) = Zo 22m+Tm)(m + 1)1
Izluséimo, da je
1
Com+1 = 22m+1m!<m + 1)]

m

lim |23 — jim ! ~0.

m—00 | Com41 m—o0 4(m + 1)(m + 2)

Radij konvergence je R = oo. Racunamo

> 2m
x
I = 2 1)-
1) m:0( m+1) 22mml(m + 1)!
m
S~ p2m—1
" . .
I'(z) = mEZO (2m +1)(2m) pETrm —Th

Vizrazu 2217 (x) + zI;(x) — (2% + 1)I1(x) bodo nastopale samo potence z*™1.

Preverimo najprej koeficient pri x. Dobimo

S
2 2
Koeficient pri 2™ zam =1,... bo

2m(2m + 1) 2m+1 1 1
22mml(m+ 1)1 22mml(m+ 1)1 2200=D(m — 1)Im!  22mml(m + 1)

Izpostavimo in sledi, da je koeficient pri ™! enak
1
2mml(m + 1)! 2m2m+1)+2m+1—4(m+1)m—1)=0.

Ocenjevange:

— Radij konvergence: 2 tocki.

— Odvagange po élenih: 2 tocki.

—  Koeficient pri x: 2 tocki.

— Zbiranje ¢lenov pri 22M=1: 2 toiki.

—  Konéni rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Naj bo funkcija f(x) periodicéna s periodo 27 in naj za x € [—m, 71| velja
f(x)=el zanek 0 <a < 1.

a. (10) Razvijte funkcijo f(x) v Fourierovo vrsto. Za katere tocke Fourierova vrsta
konvergira proti f(x)? Kot znano upostevajte
e (a cos(bx) + bsin(bz))
a® + b? '

/ e cos(br) dx =

Resitev: Funkcije je soda, zato je b, =0 za vse n > 1. Racunamo

ag = l/ el dy = 3 (1 — e"”r) )

T ) . Ta
Racunamo
1 / ~alal
a, = - cos(nz) dx
Tr ™
2 s
= —/ ? cos(nx) dz
T Jo
2 ™ s
- —( (nx) —ﬁ/ eaxsin(nx)dx>
s a 0 a Jo
2 (1 Tt [T
= - (5 (1—(—1)"6_‘”)+%6_“$Sin(n:p) ) —%/0 e " cos(nx) dx)
2 (1 n’ra
— 2 Z(1=(=1)"e0") — n )
2 (30— e - 20)
Sledi ) 9
n
L1 Z )= 2 (1= (=1)"e o) .
a<+a2) 7Ta( (=1)"e )
Sledi

2a (1 — (=1)"em)

m(n? + a?)
Funkcija f(x) je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva. Ker velja f(—n) = f(m),
Fourierova vrsta v vsaki tocki konvergira proti f(x). Velja torej

Ay =

2a (1 — (=1)"e~%") cos(nz)
m(n? + a?) '

Ocenjevange:

— Sodost: 2 tocki.
— ag: 2 tocki.
— anp: 2 tocki.
—  Vrsta: 2 tock:.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.
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b. (10) Izra¢unajte vsoto vrste
Z@o =y~
2 2
— a’+ (2m)

Regitev: V Fourierovo vrsto za f(z) vstavimo x = /2. Po prvem delu sledi

—ma/2 — i(l o e*a’ﬂ') + 2(1(1 — e_aﬂ) > (-1)771
ma T = a’+ (2m)?

e

aTm

Delimo obe strani z 1 — e~ " in mnozimo s w/(2a). Sledi

7T677ra/2 1 B i (_1)m
2a(1 —e=o7)  2a2 a?+4m?’

m=1

Ocenjevange:

— Izbira x: 2 tocki.

—  Vstavljanje: 2 tocki.

— Uporaba konvergence: 2 tocki.
— Preurejanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (20) Na intervalu [1, 00) naj bo dana linearna diferencialna enacba

" l ;1 _ log x

a. (10) Preverite, da sta funkeciji
y1(x) = cos(log x) in  yo(z) = sin(log x)
linearno neodvisni resitvi homogene diferencialne enacbe.
Resitev: Ugotovimo, da je
y1(z) = —sin(log z)/x in  y}(x) = —cos(logx)/z? + sin(logx) /x> .
Da funkcija ustreza enacbi ugotovimo z vstavljanjem. Izracunamo sSe
w(z) = ik~ o = -
Funkciji sta linearno neodvisni, ker je w(x) # 0.
Ocenjevange:

— Odvodi y1: 2 tocki.
— Odvodi ya: 2 tocki.
—  Vstavljange: 2 tocki.
— Vronski: 2 tocki.

— Sklep o neodvisnosti: 2 tocki.
b. (10) Poiscite resitev prvotne enacbe pri zacetnih pogojih y(1) = y'(1) = 0.

Resitev: Po formuli je partikularna resitev enaka
(o) = —nle) [ LD gy [ H g,
V integralih wvedemo novo spremenljivko logx = w in integriramo per partes.
Sledr
yp(z) = cos(log x) (log z cos(log z) — sin(log x)) +

+ sin(log x) (log z sin(log x) + cos(log x)) = log .
Splosna resitev je

y =y, + c1 cos(logx) + cosin(log x) .
Vstavimo tocko x = 1. Dobimo enacbh:

y(0)=c; =0 in  y0)=1+c=0.
Sledi ¢y = 0 in co = —1. Koncéna resitev je
y(z) = logx — sin(log x) .

Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Splosna resitev: 2 tocks.

— Enacbe za konstante: 2 tocki.

— Konéna resitev: 2 tocki.
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4. (20) Dana naj bo diferencialna enacba
y" — 4y + by = 2e** cos x.
a. (10) Poiscite splosno resitev zgornje enacbe.
Resitev: Nagprej poiséemo linearno neodvisni resitvi homogene enacbe. Karak-
teristicni polinom je
P(A\) =M\ —4)\+5
z niclama A\y = 2+ 1 in Ay = 2 — 1. Linearno neodvisni resitvi sta
y1(z) = e** cosx in yo(z) = e sinz.

Partikularno enacbo resujemo tako, da izraz na desni nadomestimo najprej z
4¢Pt Ker je konstanta v eksponentu nicla karakteristicnega polinoma, bomo

resitve 1skali z nastavkom '
yp(x) — Ax€(2+z)x

Potrebujemo
y(x) = AeP0T(1 4 (2 414))
yple) = AePH(22 410) + x(2+ 1)),

Vstavimo in pokrajsamo e?*9* . Dobimo
A((22+10) +2(2419)%) — 41+ z(2+ 1)) + 5z) =2

Preracunamo in dobimo
A-21=2,

torej] A = —i. Iskana resitev je realni del Axel
Splosna resitev je oblike

2+1 2

e kar je y,(z) = ze* sin .

y(z) = ve** sinz + c1e** cosz + cpe** sinx .

Ocenjevange:

— Karakteristiéni polinom in nicle: 2 tocki.
— Linearno neodvisni resitvi: 2 tocki.

— Nastavek za partikularno resitev: 2 tocki.
— Konstanta A: 2 tocki.

— Splosna resitev: 2 tocks.
b. (10) Poiscite resitev enacbe, ki ustreza pogojema y(0) = 0 in y'(0) = 2.

Resitev: Iz zacetnih pogojev moramo dolociti konstanti c; in co v splosni resitvi.
Dobimo
y(0) = ¢ in  y'(0)=2c;+co.
Resitev sistema je c; =0 in co = 2.
Ocenjevanje:

— Odvod: 3 tocke.
— Sistem enacb za konstanti: 3 tocke.
— Resitev sistema enacb: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Naj za t > 0 funkcija y(t) zadoSca enacbi

y(t) = cos(3t) — 3/0t y(u)e3 = du .

Kot znano predpostavite

S

L(Sin bt)(S) = m .

T in  L(cosbt)(s) =

a. (10) Izracunajte Laplacovo transformacijo funkcije y(t) za s > 3.

Resitev: Hitro se prepricamo, da je

1
L (e“t) (s) = i
za s > a. Integral na desni v enacbi za y(t) je konvolucija funkcije y(t) in 3.
Sledr
Ly(s) = 5 i 9 3353(;) '
Iz te enacbe izracunamo
Ly(s) <1+Si3) :ﬁ
m
Ly(s) = % :
Ocenjevange:

— Laplacova transformacije cos 3t: 2 tocki.
— Laplaceova transformacija e3t: 2 tocki.
— Konvolucija: 2 tocki.

— Enacba: 2 tocki.

— Laplaceova transformacija: 2 tocks.
b. (10) Poiscite y(t).
Resitev: Razberemo, da je

y(t) = cos(3t) — sin(3t) .

Ocenjevange:

— Razstavljenje: 2 tocki.

—  Koeficienti: 2 tocki.

— Inverzne transformacije élenov: 2 tocki.
— Linearnost: 2 tock:.

— Resitev: 2 tocki.



