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na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5 in vsaka je vre
tock.
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1. (20) Naj bo b > 1 dana konstanta. Funkcija F'(z) naj bo za |z| < 1 dana z

1yt
F(z) = / dt.
0

1—tx

a. (10) Pokazite, da za |z| < 1 velja

F(x)zzbik'

Utemeljite vase korake.

Resitev: Zapisimo
tb*l

o
_ ktb—1_k
l—tx_kz%t v

Ta vrsta za |x| < 1 enakomerno konvergira kot funkcija t za vse t € [0, 1], ker je
magjorizirana z vrsto Y .- o |x|®. Z integracijo po ¢lenih dobimo

[e%S) 1 - [%S) .’L‘k
F(:p):Zxk/ tk+b1dtzzb+k.
k=0 0 k=0

Ocenjevange:

— Razvoj integranda v vrsto: 2 tock:.
— Utemeljitev enakomerne konvergence: 4 tocks.
—  Zamenjava seStvanja in integriranja: 2 tocki.

— Konéna vrsta: 2 tocki.
b. (10) Dokazite, da za |z| < 1 velja

z(l—2)F"(x)+ (b+1— (b+2)x)F'(x) —bF(x) =0.

Resitev: S kvocientnim kriterijem se prepricamo, da je radij konvergence vrste

za F(x) enak
1 : b+ k

pum 1 _— =
R Koo b +k+1
Znotraj radija konvergence lahko vrsto poljubno mnogokrat odvajamo po clenih.

Dobimo
2 ekl
Fl(z) =
—~ b+ k
= k(k — 1)k
F/l — N I
(@ = > btk

k=0
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Vstavimo v enacbo in dobimo

“kk—1k2 > gkl &
k=0 + k: =0

z(1—x)

Zberimo koeficiente za posamezne potence. Dobimo

bl b, (2 L2041 bt2 b
b+1 b "br2 Tb+2 b+l b+l

L k+EDE k(E—1)  b+D(E+1) (b+2)k b
2 (b+k+1_ * a a )

) +

£ b+k b+k+1 btk btk

Neskoncno vrsto poenostavimo in dobimo

- xk((k‘+l)k+(k+1)(b+1) k<k—1>—k<b+2>‘b) -

- b+k+1 - b+k

b—i—/{:—i—l b+k

i‘”% YO+ k+1) (k:+1)(b+k:)):0'

k=2

Ocenjevange:

— Radij konvergence: 2 tocki.
— Odvaganje po élenih: 2 tocki.
—  Zbiranje koeficientov: 242 tocki.

—  Konéni izracun: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija f(z) naj bo periodi¢na s periodo 27 in na intervalu [—m, 7] dana z

flz) =m =z

a. (10) Razvijte funkcijo v Fourierovo vrsto in utemeljite, da je funkcija v vsaki
tocki enaka vsoti svoje Fourierove vrste.

Resitev: Funkcija je soda, zato je b, =0 zan =1,2,.... Racunamo

1 s
CLQZ—/ (m—|z))de=2r—7m=m

™ -7

m

_ Sm;m) - 2 /0 " 2 cos(n) da

_ _g <%(m“) :_ %/0 sin(nz) dx)
_ %(1—@08(71 ))

_ -y

Ker je funkcija zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, je

n

W—‘l’|:g+ZWCOS<HSL’).

Ocenjevange:

— Sodoset: 2 tocki.

— ag: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.
— anp: 2 tocki.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.

b. (10) Z uporabo Fourierove vrste izracunajte vsoto vrste

i i+i+1+
£ 2k—1 32 ' 52

Resitev: 'V Fourierovi vrsti opazimo, da za sode n velja b, = 0. Za lithe n je
cos(nm) = —1. Vstavimo v vrsto w in dobimo

T4
Jm)=0=35~ %; 2k—1



Matematika 4, 2012/2013, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

Sleds
S 1w
(2k—1)2 8

k=1

Ocenjevange:

— by =0 za sode n: 2 tocki.
x = 7: 2 tocki.

Vstavljanje: 2 tocki.
Redukcija na vsoto: 2 tocki.

— Vsota: 2 tocki.
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3. (20) Dana naj bo linearna diferencialna enac¢ba drugega reda

1
" o
Y +4—x2y—g(~”€)

na intervalu [1, 0o).

a. (10) Pokazite, da sta funkciji y1(z) = /& in yo(z) = /= log = linearno neodvisni
resitvi homogene enacbe.

Resitev: Racunamo

1
! _ " _
yl(x)_Q\/E yl('r)__4x3/27

ter
1 log x _ " log

To, da sta obe funkciji resitvi homogene enacbe, preverimo z vstavljanjem. Zlahka
tudi izracunamo

Wi(x)=1,
tako da sta resitvi linearno neodvisni na [1,00).

Ocenjevange:

—  Prvi odvodi: 2 tocki.

— Drugi odvodi: 2 tocki.

— Vstavljanje prve reditve: 2 tocki.
— Vstavljanje druge reditve: 2 tocki.

— Linearna neodvisnost: 2 tocki.

b. (10) Resite enacbo, ¢e je g(x) = 1/2*/? in funkcija y zadoséa zacetnima pogojema
y(1) =y'(1) = 0.

Resitev: Po formuli je partikularna resitev

i) = 1) /gC %(gu(;)dquyz(x) /x %(gu()wdu,

V konkretnem primeru dobimo

wie) = —va [

Integracija nam da

1 1
Ogudu+\/510ga:/ —du.
u T

1 1
yp(x) = —5\/510g2:c +Vzlogis = 3 Vzlog®x.

Splosna resitev enacbe je
1
y(z) = 3 Vzlog? x4+ 1T + cov/zlog x .

6
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Iz zacetnih pogojev sledi
. ' 1
0=y(l)=¢ n 0=9y(1)=—=+cs.

Sledi c; =0 in co = 0. Koncna resitev je
1 2
y(zr) = 5\/Elog x.

Ocenjevange:

—  Formula: 3 tocke.

— Integriranje: 3 tocke.

— Splosna reditev: 3 tocke.

— Enacbi za konstante: 3 tocke.

— Konéna resitev: 3 tocke.
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4. (20) Dana naj bo diferencialna enacba

y" + 2y + 5y =4e " sin(2x).

a. (10) Poiscite partikularno resitev diferencialne enacbe.

Resitev: Karakteristicni polinom P(\) = A* + 2\ + 5 ima dve kompleksno kon-
Jugirani resitve —1 4+ 2i in —1 — 2i. 'V enacbi desno stran nadomestimo z

4 e(—1+2i)l‘ ]

Ker je koeficient pred x v eksponentu nicla P(\) (enojna), is§éemo resitev z nas-

tavkom ‘
y;;(x) — Axe(71+2z)m )

Odvajamo in dobimo
yo(x) = A(L+ x(—1 + 2i))e"1F202
m |
yo(z) = A(2(—1 + 20) + (-1 + 2i)?)e 1207
Vstavimo v enacbo in preuredimo.
A [x((—l + 22’)2 +2(=1+2i)+5)+2(—1+2i) + 2} o120z _ g (1420
Zmnozimo in sledi
4i-A=4,
torej
A=—i.

Partikularna resitev bo imaginarni del produkta
(—i) -z - e *(cos2zx + isin2x),

torej
Yp(z) = —xe " cos2x.

Ocenjevange:

— Nicle karakteristicnega polinoma: 2 tocks.
— Nastavek: 2 tocki.

— Odvagjange: 2 tocki.

— Konstanta A: 2 tocki.

— Resitev: 2 tocki.
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b. (10) Poiscite resitev enacbe, ki ustreza zacetnima pogojema y(0) = y'(0) = 0.
Resitev: Vemo, da je splosna resitev oblike
y(r) = —xe " cos 2w + cre” ¥ cos2x + cae” T sin 2z .
Dolociti moramo konstante tako, da bo zadoséeno zacetnima pogojema, torej
y(0) =c1 =0

m
y/(O) = —1—Cl+202 =0.
Sledi ¢ = 0 in co = 1/2. Reditev je torej

1
y(x) = —xe ¥ cos2x + §e’m sin 2 .

Ocenjevange:

— Splosna resitev: 2 tocks.

— Odvagjange: 2 tocki.

— FEnacbi za koeficiente: 2 tocki.
—  Koeficienta: 2 tocki.

— Konéna resitev: 2 tocki.
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5. (20) Dan naj bo sistem diferencialnih enacb

T = —2x+4vy
j = x—2y+sint
z zatetnimi pogoji z(0) = #(0) = 0 in y(0) = ¢(0) = 0. Kot znano upostevajte, da je

a

L(sin at =——.

(sinat)(s) o
a. (10) Izracunajte Lx(s) in Ly(s).

Resitev: Z upostevanjem zacetnih pogojev dobimo

s?Lx(s) = —2Lx(s) + Ly(s)
s?Ly(s) = Lx(s)—2Ly(s) +

_1
5241 °

Enacbi sestejemo in sledi

1
2 _
(s“+ 1)(Lx(s) + Ly(s)) = o
ali 1
Iz tega sledi
1
(82 + Q)LLU(S) = m — L.’E(S)
0Ziroma ]
Lrls) = o s)
Sledi se
1 1

Ey(s) = _(32 T 1)2(32 + 3) + (32 + 1)2 .

Ocenjevange:

— Ideja: 2 tocki.

— Upostevange pravil za odvode: 2 tocki.
— Prekladange: 2 tocki.

— Lz(s): 2 tocki.

— Ly(s): 2 tocki.

b. (10) Kot znano upostevajte, da je za f(t) = sint

(f=f)(s)= %(sint — tcost)

in
1 1 1 1

(s24+1)%2(s2+3) 4(s2+3) 4(s2+1) + 2(s24+1)*

10
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[zracunajte x(t) in y(t).
Namig: Kaj je L(f * f)(s)?
Resitev: Opazimo, da je

1

E(f*f)(s):m,

torej znamo poiskati funkcijo, ki ima desno stran zgornje enacbe za Laplaceovo
transformacijo. Razberemo

1 1 1
z(t) = ——=sin(V/3t) — = sint + Z(sint — tcost).

4/3 4

Poenostavimo in sledi

x(t) = 4—\1/3 sin(v/3t) — %cost.

Razberemo se

1 1 1
2P +12 42 +3) A= D)

Ly(s) =

torej

1 1 1
y(s) = Z(sint —tcost) — ——sin(vV/3t) + - sint.

43 4

Ocenjevange:

— Pravilo za konvolucijo: 2 tocki.

— Obrat 1/(s% +1)2: 2 tocki.

— Obrati posameznih élenov v parcialnih ulomkih: 2 tocks.
— x(t): 2 tocki.

— y(t): 2 tocki.

11



